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【問題 1】

線形システム

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) = 0

y(t) = Cx(t)

A =

[
0 1

−2 −3

]
, B =

[
0

1

]
, C =

[
1 0

]

において，固有ベクトルを用いて，遷移行列 eAt を求

めよ。

【解答】

固有値を求める。

|sI −A| =

∣∣∣∣∣s −1

2 s+ 3

∣∣∣∣∣ = s(s+ 3) + 2

= s2 + 3s+ 2 = (s+ 1)(s+ 2) (1-1)

ゆえに，固有値は以下のようになる。

λ1 = −1, λ2 = −2 (1-2)

固有ベクトル v1，v2 を定義する。λ1 に対する固有ベク

トルを求める。

(λ1I −A)v1 = 0[
−1 −1

2 2

][
v11

v12

]
=

[
0

0

]
(1-3)

よって，固有ベクトル v1 は次のようになる。

v1 = α

[
1

−1

]
(1-4)

λ2 に対する固有ベクトルを求める。[
−2 −1

2 1

][
v1

v2

]
=

[
0

0

]
(1-5)

よって，固有ベクトル v2 は次のようになる。

v2 = β

[
1

−2

]
(1-6)

ここで，

S =
[
v1 v2

]
=

[
α β

−α −2β

]
(1-7)

eΛt =

[
eλ1t 0

0 eλ2t

]
=

[
e−t 0

0 e−2t

]
(1-8)

となるから

eAt = SeΛtS−1

=

[
α β

−α −2β

][
e−t 0

0 e−2t

](
− 1

αβ

)[−2β −β

α α

]

= − 1

αβ

[
αe−t βe−2t

−αe−t −2βe−2t

][
−2β −β

α α

]

= − 1

αβ

[
−2αβe−t + αβe−2t −αβe−t + αβe−2t

2αβe−t − 2αβe−2t αβe−t − 2αβe−2t

]

=

[
2e−t − e−2t e−t − e−2t

−2e−t + 2e−2t −e−t + 2e−2t

]

=

[
2 1

−2 −1

]
e−t −

[
1 1

−2 −2

]
e−2t (1-9)
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【問題 2】

【問題 1】の遷移行列 eAtを用いて，単位ステップ応

答 y(t) を求めよ。

【解答】

y(t) = C

∫ t

0

eA(t−τ)Bu(t)dτ (2-1)

τ̃ = t− τ とおくと，dτ̃
dτ = −1 より

τ 0 → t

τ̃ t → 0
(2-2)

となる。

y(t) = −C

∫ 0

t

eAτ̃Bu(t)dτ̃ = C

∫ t

0

eAτ̃Bdτ̃

= −C

∫ 0

t

([
2 1

−2 −1

]
e−τ̃ −

[
1 1

−2 −2

]
e−2τ̃

)
Bu(t)dτ̃

(2-3)

積分∫ t

0

e−τ̃ = − [e−τ̃
]t
0
= − (e−t − 1

)
(2-4)

∫ t

0

e−2τ̃ = −1

2

[
e−2τ̃

]t
0
= −1

2

(
e−2t − 1

)
(2-5)

より，

y(t) = C

([
2 1

−2 −1

] (
1− e−t

)−
[
1 1

−2 −2

]
1

2

(
1− e−2t

))
Bu(t)

= C

([
2 1

−2 −1

]
−
[

1
2

1
2

−1 −1

]
−
[
2 1

−2 −1

]
e−t +

1

2

[
1 1

−2 −2

]
e−2t

)
B

= C

([
3
2

1
2

−1 0

]
−
[
2 1

−2 −1

]
e−t +

1

2

[
1 1

−2 −2

]
e−2t

)
B

=
[
1 0

]([ 3
2

1
2

−1 0

]
−
[
2 1

−2 −1

]
e−t +

1

2

[
1 1

−2 −2

]
e−2t

)[
0

1

]

=

([
3
2

1
2

]
−
[
2 1

]
e−t +

1

2

[
1 1

]
e−2t

)[
0

1

]

=
1

2
− e−t +

1

2
e−2t (2-6)
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【別解】

y(t) = C

∫ t

0

eA(t−τ)Bu(t)dτ

= CeAt

∫ t

0

e−AτBu(t)dτ (2-7)

eAt は

eAt =

[
2e−t − e−2t e−t − e−2t

−2e−t + 2e−2t −e−t + 2e−2t

]

=

[
2 1

−2 −1

]
e−t −

[
1 1

−2 −2

]
e−2t (2-8)

より

K1 =

[
2 1

−2 −1

]
, K2 =

[
1 1

−2 −2

]
(2-9)

とおく。e−At は

e−At =
1

|e−At|

∣∣∣∣∣ −e−t + 2e−2t −(e−t − e−2t)

−(−2e−t + 2e−2t) 2e−t − e−2t

∣∣∣∣∣
=

1

e−3t

([
−1 −1

2 2

]
e−t −

[
−2 −1

2 1

]
e−2t

)

=
1

e−3t

(−K2e
−t − (−K1)e

−2t
)

= −K2e
2t +K1e

t (2-10)

ここで，

|e−At| = (2e−t − e−2t)(−e−t + 2e−2t)

−(e−t − e−2t)(−2e−t + 2e−2t)

= e−3t (2-11)

である。


